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柔性曲拱振动测量的双尺度数字图像相关方法*
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摘 要：以柔性曲拱为研究对象，提出一种双尺度数字图像相关方法。在整数像素尺度，通过傅里叶变换快速

找到变形参数的像素级初始估计；在亚像素尺度，结合像素级初始估计和逆合成高斯-牛顿迭代，得到亚像素精

度的振动测量。在获得结构振动响应后，使用频域分解方法识别结构的固有频率、振型。最后，开展柔性曲拱

的视觉测量实验，并辅以激光测振仪测量进行对比分析，验证了所提方法在柔性结构振动测量和模态辨识中的

有效性。
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Two-scale digital image correlation method 

for vibration measurement of flexible curved arch
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Abstract： A two-scale digital image correlation method based on flexible curved arch is proposed in 

this paper. In integer pixel scale， the initial estimation of deformation parameters at pixel level is quickly 

found by Fourier transform. In sub-pixel scale， combined with pixel level initial estimation and inverse 

synthesis Gaussian-Newton iteration， the deformation measurement results with sub-pixel precision is 

obtained. After the vibration response of the structure is obtained， the natural frequency and mode of 

the structure are identified by frequency domain decomposition method. Finally， the visual measure‐

ment experiment was conducted on a flexible curved arch， supplemented by comparative analysis 

of laser vibration measurement ， to verify the effectiveness of the proposed method in vibration 

measurement and modal identification of flexible structures.

Key words： digital image correlation； two-scale displacement recovery； flexible and large deforma‐

tion structure； modal identification

柔性结构通常由梁、板、杆等组成，广泛应

用于航空航天、土木、机械等领域。比如，航天

器中的太阳能帆板和天线就是典型的柔性结构。

柔性结构受到扰动后，容易发生大幅值且持续时

间较长的振动变形（徐超等， 2017），因此需要对其

加以控制或监测。获取柔性结构的振动响应和模

态参数是结构振动控制和监测的前提（聂滋森等，

2020；Zaletelj et al.，2022；陈信君等，2023）。
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传统接触式传感器（如加速度计等）安装成本

高，空间分辨率有限，会引入额外质量，且难以

获得转角信息。为克服接触式传感器的缺陷，非

接触视觉测量技术越来越受到工程和学术领域的

关注。事实上，非接触视觉测量技术可用于旋转、

微型和大型结构的振动测量，具有较高的精度和

全场测量的特征，能降低接触传感器带来的在线

设备复杂度，是一种新兴的响应测量方法（许畅

等，2014）。作为最广泛应用的视觉测量技术，数

字图像相关方法（DIC）是一种基于图像相关准则的

全场形状、位移和变形测量的光学方法。由于DIC

具有非接触、快速、低成本、可全场测量、实验

设置和试样制备简单、对结构日常操作干扰低等

优点，不仅使其在实验力学领域的优势超过了相

互竞争的干涉光学技术，还使它成为材料科学（肖

志斌等，2021）、生物医学（Palanca et al.，2015；

苏勇等，2018）、土木工程（孙伟等，2009；刘聪

等，2014）、岩土工程（赵程等，2015）和航空航天

工程（丁健等，2017；陈新等，2021）等领域的重

要测量手段。

DIC旨在寻找最优变形参数，使得变形前后的

图像相关性最大，是一个典型的优化问题。它涉

及相关性准则的选取、形函数定义、亚像素强度

插值以及优化求解（Pan et al.，2009；Pan，2010）。

其中，在优化求解过程中，Atkinson et al.（2020）考

虑了一个模块化的 MATLAB 代码来解决此算法。

逆合成高斯-牛顿（IC-GN）算法因具有更高的亚像

素配准精度、更好的抗噪声性能和更高的计算效

率，被推荐为实际 DIC 应用的标准亚像素配准算

法。但由于相关性目标函数具有大量局部极值，

最终测量结果对初值十分敏感。当变形较小时，

可选择初始位移为零；而当变形较大时，零初始

位移会导致收敛到错误的结果。因此，需要给出

合理的初始变形参数估计。Jiang et al.（2015）通过

将用于亚像素配准的 IC-GN 算法与基于快速傅里

叶变换的互相关（FFT-CC）算法相结合来估计初始

变形，实现了高精度、高效和鲁棒的全场变形测

量，但他们没有考虑到转角的影响。实际工程中，

柔性结构往往存在一定的转角。当转角较大时，

会导致相关性显著降低，基于平移的相关函数将

给出错误的变形测量结果。

本文针对存在一定转角的大变形测量问题，

提出了一种新的双尺度 DIC方法，使用 FFT-CC算

法估计整数像素尺度的初始运动参数，并用 IC-GN

算法获取亚像素尺度的平移和转角参数。使用DIC

测量结构振动响应后，可进一步辨识结构的模态

参数，包括频率和振型等。在此方面，本文主要

应用频域分解法（FDD， frequency domain decom‐

position）从响应谱密度中快速提取结构的振型、频

率。最后，开展了柔性曲拱的振动测试实验，使

用所提双尺度 DIC 方法测量曲拱的结点位移和转

角，获取其模态参数，并将之与激光测振仪测量

结果进行对比分析，验证所提方法的准确性和有

效性。

1 双尺度图像相关方法

图像相关方法（DIC）主要对变形前后、含有散

斑试样的图像子集（也称模板）进行相关性优化分

析，估计散斑试样的位移和变形（Elizabeth et al.，

2018）。对于柔性结构的变形测量，通常在结点贴

上带有散斑的刚性模板，用以测量结点的平移和

转角。以变形前的试样模板图像作为参考，其包

含M × M个像素，中心点坐标记为P0 ( x0，y0 )，如

图1所示。

考虑参考模板上的某点Q ( x，y )，模板发生平

面平移（u， v）和转角 θ后，对应的变形后坐标

Q' ( x'，y') 为
ì
í
î

ïï

ïï

x' = x0 + u + Δx cos θ + Δysin θ，
y' = y0 + v - Δx sin θ + Δycos θ， （1）

其中 Δx = x - x0，Δy = y - y0. 式（1）可记为形函数

表达：

x' = W (x；P ) ， （2）

图1　模板的坐标变换示意图

Fig. 1　The coordinate transformation of the template

109



第 63 卷中山大学学报（自然科学版）（中英文）

其中 x = ( x，y )，x' = ( x'，y')，  P = [ u v θ ] T
为

待求运动参数。

有了式（2）中的形函数，接下来需要根据相关

性准则来匹配变形前后的模板。在现有文献中，

主要有互相关（CC）和最小平方距离（SSD）两类相

关性准则，研究指出二者是等效的（Pan，2010）。

为了提升对光线亮度变化的抵抗能力，对模板的

像素强度进行零均值归一化处理，得到零均值归

一化的最小平方距离（ZNSSD）准则

CZNSSD (P ) =∑
x ∈ Ω( )f ( )x - f̄

∆f - g ( )W ( )x；P - ḡ
∆g

2

，（3）

式（3）中的 Ω 包含参考模板中的所有整数像素点；

f (x)，g (x')分别为参考模板和变形模板中像素点

上的强度函数；f̄，ḡ为参考模板和变形模板的平均

强度值；∆f，∆g表征参考模板和变形模板强度值

的方差，它们的计算式为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

f̄ = ∑x ∈ Ω f ( )x
M 2 ，

ḡ = ∑x ∈ Ωg ( )W ( )x；P

M 2 ，

∆f = ∑x ∈ Ω ( f ( )x - f̄ ) 2，

∆f = ∑x ∈ Ω (g ( )W ( )x；P - ḡ ) 2 .

（4）

注意到，x ∈ Ω 是参考模板上的整数像素点，

但变形后的位置W (x； P )通常不在变形模板的整

数像素点上。实际中，数字图像的最小单位是像

素，因而还需要对变形模板的强度函数作亚像素

插值。已有研究指出，双三次样条插值显著优于

其它双线性或二次多项式插值等（Pan，2010）。因

此，本文使用双三次样条函数对 g (x')进行插值，

获取变形模板在亚像素点上的强度值。

根据式（3）的目标函数，DIC 的运动参数估计

表现为最小值优化问题，即

P * = arg min
P

 CZNSSD (P ). （5）

注意到，CZNSSD (P ) 具有大量的局部极值。对

于基于梯度的优化算法，若不能给出合理的初值，

则会收敛到错误的结果。因此，当结构变形较小

时，可直接取迭代初值为 0，即初始运动参数为 0；

但当结构变形较大时，需要额外给出初始变形估

计。考虑柔性结构的大变形振动测量，本文提出

了一种双尺度策略：（1）在整数像素尺度，使用基

于快速傅里叶变换的互相关（FFT-CC）算法得到运

动的整数像素初始估计；（2）在亚像素尺度，结合

初始运动估计，采用逆合成高斯-牛顿（IC-GN）算

法实现亚像素精度的运动参数配准。

1. 1　整数像素尺度的初始平移估计

对于柔性结构，相对于结点的平移（u，v），其

转角通常较小，可令其初值为 0，即 θ0 = 0。因此，

在整数像素尺度，主要利用 FFT-CC算法给出平移

的整数像素初始估计（u0，v0）。考虑图像的二维傅

里叶变换F (φ，ψ ) 及其逆变换，即

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

F ( )φ，ψ = FFT ( )f ( )x，y

= ∑( )x，y ∈ Ω̄  f ( )x，y e-2πi ( )φx + ψy ，

f ( )x，y = IFFT ( )F ( )φ，ψ

= ∑( )φ，ψ
F ( )φ，ψ e2πi ( )φx + ψy ，

（6）

其中φ，ψ为图像空间频率。注意，上式中的 Ω̄需

要包含参考模板 Ω 以及所有可能变形模板的像素

点，其通常是一个比较大的图像区域（比如：可选

为整个图像），能涵盖参考模板像素点在所有可能

的变形参数下的位置。同样，变形模板 g ( x，y)对
应的二维离散傅里叶变换是G (φ，ψ ).

FFT-CC 利 用 复 频 域 上 的 相 关 准 则

CCFG (φ，ψ )，即

CCFG (φ，ψ ) = F ( )φ，ψ G*( )φ，ψ

||F ( )φ，ψ G*( )φ，ψ
， （7）

其中 G* 是 G的共轭复数。对其作傅里叶逆变换，

便 可 得 到 不 同 整 数 像 素 平 移 下 的 相 关 准 则

CCfg (u，v )， 进 而 找 到 平 移 的 整 数 像 素 估 计

（u0，v0），即

( )u0，v0 =arg max { }CCfg (u，v )≔IFFT [ ]CCFG (φ，ψ ) .

（8）

至此，已经得到了运动参数的初始估计 P0 =
[ u0，v0，θ0 = 0 ] . 接下来，将在此初值的基础上，

使用 IC-GN算法求解式（5）的优化问题。

1. 2　亚像素尺度的运动参数配准

逆合成高斯-牛顿（IC-GN）算法由于无需重复

计算 Hessian矩阵，是一种高效的 DIC 迭代求解算

法。在每一迭代步中，给定参数 P̄，需要求得参数

改变 ΔP，以逐步更新参数 P = P̄ + ΔP. 相较于改

变变形模板的运动参数，IC-GN算法反过来更新参

考模板的形函数，即求解优化问题：
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    C͂ZNSSD(~ΔP ) =  

∑
x ∈ Ω

æ

è

ç

ç
ç
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ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷
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÷

÷f ( )W ( )x；
~ΔP - f̄

∆f - g ( )W ( )x；P̄ - ḡ
∆g

2

.     (9)

考虑到W (x，0) = x，对 f (W (x，~ΔP ) )进行

线性Taylor展开，得

f (W (x，~ΔP ) ) = f (x) + ∂f
∂x

∂W
∂p
~ΔP ， （10）

式中
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∂f
∂x = é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

∂f ( )x
∂x  ∂f ( )x

∂y ，

∂W
∂P = |

|
|
||
|∂W ( )x；P

∂P
P = 0

= é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

1 0 Δy
0 1 -Δx .

（11）

将式（10）代入目标函数（9），可得线性最小二

乘优化问题，进而求解得到

~ΔP = -H-1ìí
î

ïï
ïï
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

∂f
∂x

∂W
∂p

T

ü
ý
þ
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û

ú
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ú
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ú( )f ( )x - f̄ - ∆f g ( )W ( )x；P̄ - ḡ

∆g ，（12）

H = ∑x ∈ Ω
ì
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ïï
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∂f
∂x

∂W
∂p . （13）

显然，Hessian 矩阵H与参数 P̄无关，在整个

迭代过程中保持不变。注意到，IC-GN算法更新的

是形函数，即

W ( )x；P ← W (x；P̄ ) ∘ W -1(x；~ΔP )， （14）

式中将W ( )x；
~ΔP 增量形函数中的参数矩阵求逆

后与W ( )x； P̄ 形函数的参数矩阵相乘，对形函数

进行更新。该形函数更新对应的运动参数增量是

ΔP = é
ë - ~Δu cos ( θ̄ - ~Δθ ) + ~Δv sin ( θ̄ - ~Δθ )，

-~Δu sin ( θ̄ - ~Δθ ) - ~Δv cos ( θ̄ - ~Δθ )， ~Δθ ùû，（15）

其中 P̄ = [ ū v̄ θ̄ ]，~ΔP = [~Δu ~Δv ~Δθ ] .综上所

述，IC-GN的算法流程为：

（1）给定整数像素尺度的初始估计 P̄ = P0 =
[ u0，v0，θ0 = 0 ]；

（2）根据式（12）计算形函数更新
~ΔP，进而根据

式（15）计算等效的运动参数增量ΔP；
（3）更新运动参数 P̄ ← P̄ + ΔP. 若不满足收敛

条件，则返回步骤（2）；若达到收敛条件，则终止

迭代。

2 柔性曲拱实验

为了验证所提双尺度 DIC 方法的有效性，以

柔性曲拱为研究对象，用摄像机拍摄其受到扰动

后的振动视频，基于所提方法从视频中提取柔性

曲拱的位移响应，并进行模态分析，辨识曲拱的

频率和振型。实验布置如图 2所示，在平台上固定

一根钢条的两端，形成柔性曲拱，钢条长 1 m，宽

30 mm，厚度 1 mm，材料为 304 不锈钢，在钢条

的 9 个待测点上粘贴散斑片，作为视觉测量的模

板。散斑片质量轻，以尽量减小对结构动力特性

的影响。采用 ZCAME2-M44K 电影摄影机进行拍

摄，设定相机的帧率为 240 fps，即相机的采样频

率是240 Hz，分辨率为1 920×1 080。

用力锤快速锤击圆拱施加瞬态激励，从施加

激励前开始拍摄，振动到稳定状态停止录制，存

储视频数据以用于进一步分析。选择未施加激励

的视频帧中的散斑区域为参考模板，如图 2所示。

运用所提双尺度DIC方法，获取 9个测点的振动位

移、转角响应，其时间-响应曲线如图3所示。

2. 1　模态辨识

将测量的响应进行频域分解（Brincker et al.，

2001），即首先计算不同频率下的响应谱密度矩阵

Sx (ω )，然后对谱密度矩阵进行奇异值分解Sx(ω) =
∑k

σk ukvT
k，并绘制奇异值 σk 随频率变化的频谱

图，图 4 给出了前 4 阶奇异值随频率变化的曲线。

从图中可以看出，在Nyquist频率即 120 Hz内识别

到 6 个明显的峰值，峰值频率即为曲拱的固有频

率，分别是 f1 = 9.473 7 Hz， f2 = 21.594 9 Hz， f3 =
39.671 4 Hz， f4 = 60.374 5 Hz， f5 = 85.481 8 Hz，

 f6 = 111.871 4 Hz。模态振型则为固有频率处谱密

度矩阵的一阶左奇异向量u1，所得振型见图5。

图 2　选取参考模板

Fig. 2　Select a reference subset
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2. 2　激光测振仪对比验证

为了验证所提双尺度 DIC 方法测量结果的准

确性，额外使用激光测振仪对柔性曲拱进行振动

测量，实验设置如图 6所示。考虑锤击激励，激光

测振仪可直接得到结构的自振频率，如表 1所示。

其中，相对误差的计算式为

相对误差 = || f (激光测振 ) - f (双尺度DIC)
f (激光测振 ) .

从表中可以看出，除第 3阶固有频率外，双尺

度 DIC 方法所得频率与激光测振仪所得频率的相

对误差均小于 0.2%，第 3 阶频率的相对误差也在

1％左右。这意味双尺度 DIC方法所得频率是正确

图3　基于DIC方法测量的X、Y方向位移和转角动力响应

Fig. 3　The displacement in the X, Y direction, and rotation angle measured by DIC method

图4　前4阶频率-奇异值曲线

Fig. 4　The first 4th order frequency-response curve
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可靠的，从侧面验证了所提振动测量方法的有效

性。注意到，虽然激光测振仪也是非接触测量，

但它无法同时测量多个测点上的振动，尤其无法

获取转角信息。但基于视觉的 DIC 测量方法却能

克服这些困难，可同时获得多个结点以及转角的

振动信息。因此，双尺度 DIC 方法是一种行之有

效的柔性结构振动测量方法。

3 结 论

本文以柔性曲拱为研究对象，研究柔性大变

形结构的非接触视觉测量技术。针对柔性结构可

能发生的转角和大平移，提出了双尺度DIC方法。

首先，根据 FFT-CC快速获取整数像素的初始平移

估计；然后在初始估计的基础上，使用 IC-GN 算

法迭代得到亚像素精度的运动参数。最后，通过

柔性曲拱锤击振动实验，开展模态分析，并与激

光测振仪的结果进行对比，得到以下结论：

（1）所提双尺度 DIC方法能够快速测量柔性结

构结点处的平移和转角响应；

（2）结合频域分解方法，能够从测量响应中快

速提取结构的频率、振型等模态参数。与激光测

振仪的频率结果对比发现，相对误差大致在 1%以

内，这也从侧面验证了所提双尺度 DIC 振动测量

方法的准确性。

获取振动响应和模态参数是结构控制和监测

的关键一环。因此，本文的双尺度 DIC 方法有望

为柔性结构振动控制和监测提供切实有效的测量

手段。

表1　不同测量方式测得的前6阶频率

Table 1　The first sixth-order frequencies measured by 

different measurement method

模态阶次

第1阶

第2阶

第3阶

第4阶

第5阶

第6阶

f（激光测振）

频率/Hz

9. 486 3

21. 607 7

39. 263 5

60. 373 5

85. 365 1

111. 876 5

f（双尺度DIC）

频率/Hz

9. 473 7

21. 594 9

39. 671 4

60. 374 5

85. 481 8

111. 871 4

相对误差/%

0. 132 9

0. 059 3

1. 033 5

0. 001 7

0. 136 6

0. 004 6

图6　激光测振仪实验

Fig. 6　Laser vibrometer experiment

图5　曲拱的振型识别结果

Fig. 5　The mode shape identification results of curved arch
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